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(a) the solution is Catalan number

  
증명  ÷  ÷  ÷ 의 의 총 수를 parenthesization 이라고하자

그리고 의 의 수를 즉 parenthesization 1 (  로 표기한다고 하자),  ÷의 

수를 이라고 정의하자 즉 parenthesization 1 (  ÷   그럼 

( ÷  ÷  ÷    ÷  ÷   의 경우 의 수는 ) parenthesization     

이유 빨간색의 의 수는 parenthesization  파란색의 의 수는  parenthesization     이므

로

따라서   
  

  

    이 성립한다.

이 점화식과 초기항은 정사각형의 에서 으로 가는 경로 중 를 통과하지 않n*n (0,0) (n,n) y=x
는 경로의 총 수와 같다.
예시

증명 경로상에서 두 번째로 를 통과하는 점을 라고 하자 첫번째로 지나는 점은 y=x (k,k) ( (0,0)
이므로
그럼 에서 로 가는 경로의 수는 (0,0) (k,k)    에서 으로 가는 경로의 수는  (k,k) (n,n)   

 이 그림을 참고( )

따라서   
  



      
 

  

   

  
  

  

     

  임을 보이면 된다

증명 에서 으로 가는 경로의 총 수는 (0,0) (n,n)  이다

그 중 를 가로지르는 경로의 총 수를 빼면된다 이를 라 하자 그러면 이런 경로y=x . bad path
는 을 무조건 통과한다 그럼 처음으로 을 통과하는 점을 이라하자y=x+1 . y=x+1 (k,k+1)
그럼 우리가 논한 경로는 도 지난다 이제 으로 가는 경로를 오른쪽으로 (k,k) . (k,k+1)->(n,n)



이동했을땐 위로 가고 위로 갈땐 오른쪽으로 가도록 바꾸자 그럼 원래 경로는 
이었지만(0,0)->(k,k)->(k,k+1)->(n,n)

변경된 경로는 이다(0,0)->(k,k)->(k,k+1)->(n-1,n+1) . 
즉 우리가 구하는 는 에서 로 가는 경로의 총 수보다 작거나 같다bad path (0,0) (n-1,n+1) .
하지만 에서 로 가는 경로는 라는 경로가 무조건 존재한다 존재(0,0) (n-1,n+1) (k,k)->(k,k+1) .(
하지 않는다면 이므로 라는 점을 통과해야만 하는데 에서 출발했으므(n-1)+1<n+1 (k,k+1) (0,0)
로 에서 이라는 경로는 라는 점을 통과한다 그때 라는 경로만 (0,0) (k,k+1) (s,s) (s,s)->(s+1,s)
존재한다면 도착지점의 좌표는 좌표보다 크거나 같을 수밖에 없고 이는 도착지점이 x y (k,k+1)
이라는 것에 모순이 된다.)
따라서 모든 에서 로 가는 경로는 로 바꿀 수 있다 따라서 (0,0) (n-1,n+1) bad path . bad 

는 에서 로 가는 경로보다 크거나 같아야 한다path (0,0) (n-1,n+1) .
따라서 의 수는  에서 로 가는 경로의 총 수랑 같다bad path (0,0) (n-1,n+1) .

    
 

따라서      
 

  

참고 그림

이면 (b) The solution is n=2k-1   

   이면  n=2k   

 이랑

   

   개수는   
⌊

⌋

⌊
⌋





⌊
⌋

⌊
⌋





위에 있는 를 통과하지 않는 경로와 는 대 대응이 존재한다y=x parenthesization 1 1 .
이는 ÷는 오른쪽으로 이동하는 것으로 대응하면 되고 는 위쪽으로 이동하는 것으로 대응하)
면 된다 이때 괄호의 개수는 개로 맨 왼쪽에 를 추가하고 맨 오른쪽에 를 추가한 .{ n ( )

이다parenthesization .}
따라서 분수가 서로 같으려면 에서 사이 경로 중 를 통과하지 않는 경로를 다(0,0) (n,n) y=x
음과 같이 나타내었을 때  
첫 번째 칸 오른쪽 이동1 ->  위쪽으로 이동한 수 두 번째 칸 왼쪽이동( ) 1 ->  위쪽으로 이(

동한 수 번째 칸 오른쪽 이동 )....... n 1 ->  위쪽으로 이동한 수 라는 수열로 나타낼 수 있( )

다.
만약 다른 두 또는 경로 의 분수가 같으려면 모든 에 대해 parenthesization( ) k

  ≡ mod 를 만족해야한다 명제 이때  .( a)(  는 위와 같이 를 parenthesization

경로로 나타내었을 때 위쪽으로 이동한 수를 나타내는 수열)



명제 증명a 
분수꼴로 나타내었을 때 자명하게 는 분자에 위치하고 은 분모에 위치한다 에서 짝. (1,0)

수 숫자만큼 위로 올라간다면 는 분자에 위치하고 홀수 숫자만큼 위로 올라간다면 는 분

모에 위치한다. (2, 에서 짝수만큼 위로 올라간다면 ) 는 분모에 위치하고 홀수만큼 위로 올

라간다면 는 분자에 위치한다 마찬가지 과정으로 . (k-1,
 

  

 에서 짝수만큼 위로 올라간다)

면 즉 (   이 짝수라면) 는 가 짝수라면 분자에 위치하고 가 홀수라면 분모에 위치한다k k .  

(k-1,
 

  

 에서 홀수만큼 위로 올라간다면 즉 ) (   이 홀수라면) 는 가 짝수라면 분모에 k

위치하고 가 홀수라면 분자에 위치한다k . 
이런 성질 때문에 명제 가 성립한다a .

이면   n=2k-1   

   이면  n=2k   

 이랑   

   이들이 왜 가장  

많이 나오는 분수인지를 증명해보자 명제 ( b)

수학적 귀납법을 이용하면 일 때 n=2 

 ,

 가 각각 개씩 나와서 명제 가 성립한다1 b . 

마찬가지로 일 때 n=3 

 개로 최대가 나온다 2 .

일반적인 일 때 n
가 분자에 위치한다면 을 지나는 것이다 그럼 에서 사이의 경로 중 (1,1)->(2,1) . (1,1) (n,n)

동일한 분수가 최대가 될 것이다 이러한 경로를 라 하자 .( a (2,1)->(n,n))
이때 수학적 귀납법에 의해 로 가는 경로는 배제된다(1,1)->(2,1)->(2,2) .
이유 로 가는 경로랑 동일하고 이 경로의 같은 분수는 을 포함하는 ( (2,0)->(2,2) (n,0)->(n,n)

경로가 있으므로 순수하게 더 크기 때문에)
하지만 가 분모에 위치한다면 에서 사이의 경로 중 동일한 분수가 최대일 (1,0)->(2,0) (n,n)

것이다 이러한 경로를 라 하자 그럼 의 경로 그대로 간 이후 마지막에 위로 가기만 하면 .( b ) a
된다 그럼 의 경로의 수는 의 경로 수보다 크거나 같다. b a .
하지만 에서 사이의 경로 중 동일한 분수가 존재하므로 이유 최대 경로는 귀(2,0)->(2,2) (n,n) (
납법 가정에 따라 최대 경로는 계속 오른쪽으로 간 후 마지막에 위쪽으로 가는 것 또는 이 n
짝수라면 계속 오른쪽으로 간 후 에서 을 가는 경우가 가장 빈도 수 높은 분수n-1 (n-1,n-1)
가 되는데 이는 에서 사이 경로에 동일하게 존재하기 때문이다(3,0) (n,n) .)
따라서 최대 분수는 가 분자에 위치해야한다.

마찬가지 이유로 가 분자에 위치한다면 을 지나는 것이다 이는 앞선 이유와 마(2,1)->(3,1) . 

찬가지 논리로 으로 가는 경로의 수가 을 지나는 같은 분수의 경로의 (2,0)->(3,0) (2,1)->(3,1)
수보다 크거나 같고 의 경우도 존재하므로 (2,2)->(3,2) 는 분모에만 존재해야한다.

에서 가 홀수라면 이고 의 최대 빈도 분수의 경로의 수는 k k=2j+1 (2j,2w)->(2j+1,2w)

과 크거나 같고 는 총 개가 가능하지만 은 총 개가 가능하(2j,2w+1)->(2j+1,2w+1) 2w j+1 2w+1 j
므로 는 분모에 위치해야한다.



에서 가 짝수라면 이고 의 최대 빈도 분수의 경로의 수k k=2j (2j-1,2w)->(2j,2w)->(2j+1,2w)

는 과 크거나 같고 는 총 개가 가능하고 은 총 (2j-1,2w+1)->(2j,2w+1)->(2j+1,2w+1) 2w j 2w+1
개가 가능하다 이때 의 경우가 배제되었는데 이 경우도 수j (2j-1,0)->(2j,0)->(2j,2j)->(2j+1,2j)
학적 귀납법에 따라 최대 빈도분수랑 같은 분수가 나올 수 있다. 
따라서 의 최대 빈도 분수의 경로의 수가 의 경로의 (2j-1,2w)->(2j,2w) (2j-1,2w+1)->(2j,2w+1)
수보다 더 크다 즉 가 분자에 위치해야한다.

이러한 과정을 반복하면 이 홀수라면 n(n=2k+1) 은 을 포함하는 경로의 수(n-1,2i)->(n,2i)

는 개로 인 보다 크므로 k+1 (n-1,2i-1)->(n,2i-1) k 은 분모에 위치해야한다.

이 짝수라면 n(n=2k) 은 을 포함하는 경로의 수는 개 (n-1,2i)->(n,2i) k (n-1,2i-1)->(n,2i-1)

도 개로 서로 같다 따라서 k . 이 어느 위치이더라도 상관이 없다.

이제 조건을 만족하는 경우의 수를 구하면 된다.
이 문제는 이 짝수일때는 위로는 씩 움직일 수 있고 를 가로지르지 않는 경로의 수를 n 2 y=x
구하면 되므로 이는  ≥ ≥ 에서 일 때 에서 까지 m=2 b=n=2k, a=n/2=k (0,0) (a,b) y=mx
의 아래를 통과하지 않는 경로의 총 수랑 같다.

이 홀수일 때도 마찬가지로 n  ≥ ≥ 에서 일 때 에서 까지  m=2 b=n=2k+1, a=k (0,0) (a,b)
의 아래를 통과하지 않는 경로의 총 수랑 같다y=mx .

그 이유 마지막 위로 갔을 때만 칸 가고 나머지는 칸씩 가는데 위의 경로에서 가 칸 갔( : 1 2 a 1
을 때 두칸가고 를 도착했을 때 로 가면 이 홀수일 때 최대빈도 분수의 경로(2a,b) (2a+1,b) n
와 일대일 대응이 된다.)

이 경우 경로의 총 개수는 

   
 가 된다.

증명1: 를 우리가 구하는 경로라고 한다면 자명하게   이고     일 

때      이고    이므로 에 대해 a+b

수학적 귀납법을 적용하면 된다.

그림 4
증명 이때 우리의 문제를 다음과 같이 변형하자 위로 가는 경로를 로 가고 오른쪽으로 2: (1,1)
가는 경로를 만큼 가는 것으로 변형하고 만큼 움직이고 은 만큼 움(1,-m) a+b+1 step (1,1) b+1
직였을 때 처음에는 로 가고 다음 개의 에서 위로 가는 경로를 로 가고 오른(1,1) a+b step (1,1)
쪽으로 가는 경로를 만큼 간다고 했을 때 축에 만나지 않는 경로의 총 수를 구하면 된(1,-m) x

다 일단 총 만큼 움직이었으므로 경로의 총 수는 . a+b+1 step   
  여기서 조건에 안  

맞는 경로의 총 수를 빼면된다 이때 처음으로 축 아래를 지나는 점을 . x 라고 하면 의 좌y



표의 범위는  ≤ 의 좌표≤이다 그런데 에서 . (0,0) 까지의 점을 도 돌린 후 그림180 ( 4) 

이어붙이면 맨 아래 부분은 만큼 이동한 것이므로 잘못된 (1,-m) 의 좌표가 같을 경우 잘y

못된 경로의 총 수는  
 이다 움직임을 추가했으므로 따라서 잘못된 경로의 총수는 ((1,1) ) 

  
 이고

구하는 경로의 총 수는   
 - 

 =

   
 이다.


