
Theorem (Hall’s Theorem)
Bipartite graph   ∪  에 대해서, 가 를 덮는 matching을 가짐은 임의의 
 ⊆ 에 대해서,  ≦  를 만족하는 것이다.
(i.e.   ∈  ∃∈  ∈)
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먼저, 편의상 ∪∪∪     로 표기하기로 한다.
결국,    ,    이라 할 때,   ∪    such that 
       ∈   ≦  ≦    ≦  ≦ 로 두면, 집합과 원소의 관계를 일종의 

bipartite graph로 표현할 수 있다. 즉 각  ≦  ≦ 에 대해서 서로 distinct한 ∈ 

를 뽑는 것은, 위 bipartite graph가 를 덮는 matching을 가짐과 동치이다. 그리고 

그에 관한 유명한, 잘 알려진 정리가 있다.

귀류법을 이용하자. 를 덮는 matching이 존재하지 않는다고 가정하자. 따라서 

Hall’s theorem에 의해서  ⊆ 가 존재하여    를 만족한다. 적어도   ∅

이 될 수는 없으므로 (∵    )  ≧ 이다.
편의상,      ⊆     ,      로 간주하자. 그
리고 아래와 같은 인접행렬 ∈ × 을 만들자.

   ∈

 

   에서   이므로, 의 오른쪽 끝부분에  개의 zero column vector를 

붙여주면, ∈  × 인 행렬이 된다. 는 zero column vector를 가지므로, 
det  임이 자명하다. 이제 문제에서 주어진 조건을 이용해서 det≠ 임을 보

여서 모순을 유도하려 한다.

Lemma. det  ≠ 

(Proof of Lemma)
먼저  가 대충 어떤 행렬인지 생각해보자.  ≦    ≦ 에 대해서,  의 번

째 원소에는 ∩가 들어감을 알 수 있다. 따라서 문제의 조건에 의해서, 
 는 even (≠ 인 경우),  는 odd임을 알 수 있다. 즉 대각선 부분은 

모두 odd, 그 외의 부분은 모두 even이다.

임의의  의 permutation 에 대해서,
det   




  







이 됨이 잘 알려져 있다. 한편 대각선 성분을 
  



에서 모두 사용하지 않는 

이상 무조건 이 곱은 even이다. (even인 원소를 적어도 하나 이상 곱하므로) 따라

서, Trivial한 permutation    을 제외한 permutation에 대한 위 sigma의 

합의 성분은 모두 even이다. odd+even=odd이므로, det  ≠ 이다.
■

따라서 det    det ≠이므로 det≠ 이다. 는 zero column vector를 

가지므로, det  에서 이는 모순이다.

따라서 Hall’s theorem의 조건이 성립하므로, 문제에서 주어진 집합으로 만든 

bipartite graph는 를 덮는 matching을 가진다.


