
일단 다음의 보조정리를 증명하자. (빨간 부분은 원래 제출한 풀이에는 없던 부분입니다)

보조정리: 의 원소 와 의 모든 원소 에 대하여,   라면   .

증명:   에서   이다. 임의의 이 아닌 의 원소 와에 대해 항상 의 어

떤 원소 에 대해이 있어서 ≠이므로   , 즉   .

에 대한 귀납법으로 증명한다.

i)  일 때

가 의 임의의 원소이고 가 의 임의의 원소라 하자.

                

따라서   ,   .

보조정리에 의해   .

ii) 인 경우에 문제가 증명되었다고 하자.

  이라면 ⋯ ⋯에서

보조정리에 의해 ⋯ ⋯이다. 이제 인 경우에 의하여 증명되

었다.

≠이면  이상  이하의 모든 자연수 에 대해   이 되게 하는 보다 큰 

자연수 이 존재한다.

가 의 임의의 원소이고 ⋯이 의 임의의 원소라 하자.

 , 나머지 경우에  라 하고,

 , 나머지 경우에  라 하고,

 , 나머지 경우에  라 하자.
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이제 보조정리에 의하여   이다.


