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n에 관한 (강한) 귀납법을 사용하자. 먼저 n = 2일 때를 살펴보자. 두 점 사

이의 거리는 최대
√

2이므로 r2
1 + r2

2 ≤ 2(
√

2)2 = 4이다. 따라서 본래 식이 성립

한다.

n > 3이라 하자. 정사각형을 4개의 합동인 작은 정사각형으로 분할해보자.

즉, [0, 1]2을 A1 = [0, 1
2 )2, A2 = [0, 1

2 )× [ 12 , 1], A3 = [ 12 , 1]× [0, 1
2 ), A4 = [12 , 1]2으

로 분할한다. 먼저, 모든 점이 넷 중 한 영역에 다 들어있다면, 원래 문제에서 정

사각형을반으로줄인것이된다. 따라서,∑
i

r2
i ≤ 1 < 4

이다.

모든 점이 넷 중 두 영역 Aj , Ak에 모두 들어있다고 하자. 그러면, 만일

|Aj | ≥ 2이면, 귀납가설에의해∑
Pi∈Aj

r2
i ≤

∑
Pi∈Aj

min
Pr∈Aj−Pi

d(Pr, Pi)2 ≤ 1

이된다. 한편, 모든 i에대해 r2
i ≤ 2이다. 따라서, 항상∑

Pi∈Aj

r2
i ≤ 2

이된다. Ak에대해서도같은식이성립하므로,∑
i

r2
i ≤ 2 + 2 = 4

이다.

모든 점이 넷 중 세 영역에 모두 들어있는 경우를 생각하자. 이 경우, 일반성

을잃지않고 A1, A2, A3에들어있다고할수있다. 만일 |Ak| ≥ 2(k =1, 2, 3)이
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면 위와 같은 방법으로 Ak에 포함된 점에 대해
∑

r2
i ≤ 1임을 알 수 있다. 한 편,

A1과 A2에있는점사이의거리는최대
√

5/2이고, A1과 A3에있는점사이의거

리도 마찬가지로 최대
√

5/2이다. 따라서 모든 점에 대해 거리가
√

5/2이하인 점

이항상존재한다. 즉, r2
i ≤ 5/4이다. 결국,∑

i

r2
i ≤ 5

4
+

5
4

+
5
4

=
15
4

< 4.

이제 각 영역에 포함된 점이 적어도 하나씩은 있는 경우를 생각하자. 만일 모

든 영역이 점을 2개 이상 포함하면 각 영역에서 r2
i의 합이 1 이하이기 때문에 모

두합하면 4 이하가된다. 이제점을단하나포함하는영역이존재한다고가정하

자.

먼저, 그런 영역이 단 하나 존재한다고 가정하자. 그 영역이 A1이라고 해도

무방하다. 이 때, A2와 A3를 다시 더 작은 사각형 네 개로 분할해 보면, [0, 3
2 ] ×

[0, 1
2 ]에서 가장 거리가 먼 두 점의 거리는 sqrt15/4 < 1이기 때문에, A2의 아래

사각형 2개와 A3의 왼쪽 사각형 2개에는 점이 들어있을 수 없다는 것을 알 수 있

다. 따라서, A2에 속한 모든 점은 위 사각형 2개에 들어가고, A3에 속한 모든 점

은 오른쪽 사각형 2개에 들어간다. 따라서, 사각형 3개에 모든 점이 들어있는 경

우와비슷한논의를통해 ∑
Pi∈A2

r2
i ≤ 1

4
· 5
4

+
1
4
· 5
4

=
5
8

임을알수있다. A3에대해서도같은식이성립하고, 따라서∑
i

r2
i ≤ 5

4
+

5
8

+
5
8

+ 1 =
7
2

< 4.

점을 단 하나 포함하는 영역이 정확히 2개라고 가정하자. 그러면, 그 영역이

A1, A2거나 A1, A4이다(다른 경우에도 대칭적으로 이런 형태로 바꿀 수 있다).

A1, A2인경우는위와같은방법으로, A3와 A4에서 r2
i의합이

5
8임을알수있다.

따라서 ∑
i

r2
i ≤ 5

8
+

5
8

+
5
4

+
5
4

=
15
4

< 4

이다. A1, A4인 경우는 A2과 A3를 네 개로 쪼갰을 때, 꼭지점을 포함하는 영역

에만 점이 있어야 한단 것을 알 수 있다. 귀납 가설에 의해, 이 영역에서 r2
i의 합

은 1
4이하이므로, ∑

i

r2
i ≤ 1

4
+

1
4

+
5
4

+
5
4

=
21
10

< 4
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이다. 점을 하나만 포함하는 영역이 3개인 경우도 마찬가지로, 나머지 한 영역을

1/4로쪼갠영역중꼭지점을포함하는영역에만점이있어야한다. 따라서,∑
i

r2
i ≤ 1

4
+

5
4

+
5
4

+
5
4

= 4.

마지막으로, 모든영역에점이단하나씩만있는경우를생각하자. 네점이볼

록다각형을이룬다고해도무방하다(삼각형내부에있는점을외부로대칭시키면

모든 길이가 증가한다). 따라서, 네 점이 사각형의 모서리에 있다고 해도 무방하

다(각 점을 그 점에서 나머지 점까지의 거리가 늘어나는 방향으로 모서리에 닿을

때까지 이동시킬 수 있다). 그런데, 네 점이 모서리 위에 있는 경우 네 점이 이루

는 사각형의 변 길이의 제곱의 합은 정사각형의 꼭지점 위에 있을 때 최대가 되

고, 이경우에 4가된다. 따라서,
∑

i r2
i ≤ 4이다.
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