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摘 要: 研究一维热传导方程热源反问题． 给出基于最小二乘支持向量机( LS-SVM) 求解的半解析表达式，此外还

给出一种参数调节方法以及算法稳定性的证明． 数值实验表明该方法具有较高的数值精度和稳定性．
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0 引言
自上世纪七十年代以来，热传导方程反问题一直是反问题研究热点之一． 热传导方程反问题就是依据一

些给定的条件来反演模型的未知参数，这些参数可以是热扩散系数、边界条件、初始条件及热源项［1］，研究

较多的是逆时反问题和热源反问题． 热源反问题就是给定一些附加条件来反演热源项，有关热源反问题的详

细论述可参见 Isakov 的专著［2］． 由于热传导方程反问题是典型的不适定问题，在求解时通常要采取正则化

数值方法． 近年来针对热源反问题学者们提出了一些新的数值解法: 边界元方法［3］、有限元方法［4］、基本解

方法［5］、拟可逆正则化方法［6］、快速稳定算法［7］等． 一维热传导方程热源反问题中要反演的热源函数为

F( x，t) ，但在实际问题中都要对 F( x，t) 作必要的假设和简化: F( x，t) = f( t) g( x) ． 如 g( x) 为常数，则 F( x，

t) 只是时间的函数［8］; 若 f( t) 为常数，则 F( x，t) 只是空间的函数［9］．
近年来采取软计算方法解微分方程和优化问题成为一种新趋势，常用的方法有无网格化方法［10］、人工

神经网络 ( ANN) ［11 － 14］及最小二乘支持向量机( LS-SVM) ［15 － 18］等． 尽管在一定程度上，ANN 方法可以得到

稳定的解，但是人工神经网络方法存在两个致命不足之处，即存在多个局部极值点和隐含层数的选择问题．
LS-SVM 方法恰恰克服了 ANN 方法的缺点，成为受欢迎的软计算方法之一，目前已成功地应用于诸多领域．
LS-SVM 方法之所以成功地求解微分方程并具有较高的精度和稳定性，是因为其实际上是一种半解析的正

则化方法． LS-SVM 方法用于求解微分方程正问题或反问题，其基本原理是利用基核函数整体逼近问题的

解，然后利用基核函数的光滑性，可灵活地布置样本点将问题转化为二次凸规划问题，避免了繁琐的积分等

运算． 在保证精度的前提下，得到问题的近似解．
LS-SVM 方法已经成功地用于求解常微分方程，但是该方法用于求解偏微分方程的工作很少，反问题几

乎是空白，目前尚未见报导． 本文尝试将 LS-SVM 方法用于研究一维热传导方程热源反问题． 第一部分是 LS-
SVM 正则化方法求解一维热传导方程热源反问题机制，第二部分是参数调节机制及稳定性证明，第三部分

是数值实验，最后一部分是结论．

1 LS-SVM 正则化方法求解一维热传导方程热源反问题机制
考虑如下一维热传导方程热源反问题
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ut = duxx + f( t) ， ( x，t) ∈ ( 0，1) × ( 0，1］，

u( 0，t) = g1 ( t) ， u( 1，t) = g2 ( t) ， t∈［0，1］

u( x，0) = g( x) ， x∈［0，1］，

u( x̂，t) = ( t) ， x̂∈ ( 0，1) ， t∈［0，1










］，

( 1)

这里 d 为热扩散系数，f( t) 为未知的依赖时间的热源函数，u( x̂，t) = ( t) 为附加条件．
已知函数 g1 ( t) 、g2 ( t) 、g( x) 、( t) 和未知函数 f( t) 需满足相容性条件

g1 ( 0) = g( 0) ， g2 ( 0) = g( 1) ，

( 0) = g( x̂) ，

f( 0) = f( 1) = 0
{

．

( 2)

LS-SVM 用于解偏微分方程不同于其它数值方法，其对区域的形状、边界、网格点分布没有要求，适应性

强． 为了反演未知热源函数 f( t) 和得到问题的近似解，先要在研究区内设置样本点． 为此对区域 Ω = ( 0，1)

× ( 0，1) 进行剖分，得到样本点． 为方便起见，记 V = ( x，t) ，V̂ = ( x̂，t) ． 这里对空间进行 N 等分，步长为 h ;

对时间 进 行 K 等 分，步 长 为 τ ． 因 此 内 部 节 点 数 为 M = N × K，将 其 按 自 然 顺 序 排 成 一 列 V— =

［V1，V2，…，VM］T， Vi = ( xi，ti ) ． 附加样本点: V̂* = ［V̂1，V̂2，…，V̂K］
T， V̂k = ( x̂，t̂k ) ，t̂k = kτ ． 指标集:

IX = { 1，2，…，M} ，IT = { 1，2，…，K} ．
取方程( 1) 如下形式的近似解

û( V) = A( V) + B( V) ( Σ
M

j = 1
αjΦ( V，Vj ) + b) ， ( 3)

这里 Φ( U，V) = exp( －‖U － V‖2 / ( 2σ2 ) ) 为高斯核函数，σ 是核函数宽度参数，αj 和 b 为待定的回归参数．
A( V) = A( x，t) 为满足初、边值条件的已知函数，而 B( V) = B( x，t) 则为在初、边值上均为 0 的已知函数．
A( V) 和 B( V) 不含任何回归参数，可取如下函数

A( V) = ( 1 － x) g1 ( t) + xg2 ( t) + ( 1 － t) ［g( x) － ( 1 － x) g( 0) － xg( 1) ］， ( 4)

B( V) = x( 1 － x) t． ( 5)

同样可选取 f( t) 如下近似形式

f̂( t) = Σ
K

k = 1
α̂kφ( t，t̂k ) + b̂， ( 6)

这里高斯核函数 φ( t，s) = exp［－( t－s) 2 / ( 2σ2 ) ］，α̂k 和 b̂ 为待定的回归参数． 将式( 3) 和( 6) 代入式( 1) 有

Σ
M

j = 1
αjG( V，Vj ) － Σ

K

k = 1
α̂kφ( t，t̂k ) + Q( V) b － b̂ + W( V) ≈ 0， ( 7)

这里

Q( V) = Bt ( V) － dBxx ( V) ， W( V) = At ( V) － dAxx ( V) ，

G( V，Vj ) = G1 ( V，Vj ) + G2 ( V，Vj ) + G3 ( V，Vj ) + G4 ( V，Vj ) ，

G1 ( V，Vj ) = Q( V) Φ( V，Vj ) ， G2 ( V，Vj ) = B( V) Φt ( V，Vj ) ，

G3 ( V，Vj ) = － 2dBx ( V) Φx ( V，Vj ) ， G4 ( V，Vj ) = － dB( V) Φxx ( V，Vj ) ．
将式( 6) 代入附加条件得

A( V̂) + B( V̂) ( Σ
M

j = 1
αjΦ( V̂，Vj ) + b) － ( t) ≈ 0． ( 8)

为求得回归参数，将样本点代入式( 7) ，将附加样本点代入式( 8) ． 于是，问题由 LS-SVM 原理转化为求

解如下二次规划问题

min 1
2 ( αTα + α̂Tα̂ + γeTe + γêT ê) ， ( 9)

s． t． Σ
M

j = 1
αjG( Vi，Vj ) － Σ

K

k = 1
α̂kφ( ti，t̂k ) + Q( Vi ) b － b̂ + W( Vi ) + ei = 0， i∈ IX， ( 10)

05
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A( V̂k ) + B( V̂k ) ( Σ
M

j = 1
αjΦ( V̂k，Vj ) + b) － ( t̂k ) + êk = 0， k∈ IK， ( 11)

其中式( 9) 为目标函数，式( 10) 和式( 11) 为约束条件; γ∈R+ 是正则化参数，e和 ê是偏差项． 上述优化问题

的拉格朗日函数为

L( α，α̂，e，ê，b，b̂，η，η̂) = 1
2 ( αTα + α̂Tα̂ + γeTe + γêT ê) －

Σ
M

i = 1
ηi［Σ

M

j = 1
αjG( Vi，Vj ) － Σ

K

k = 1
α̂kφ( ti，t̂k ) + Q( Vi ) b － b̂ + W( Vi ) + ei］－

Σ
K

k = 1
η̂k［A( V̂k ) + B( V̂k ) ( Σ

M

j = 1
αjΦ( V̂k，Vj ) + b) － ( t̂k ) + êk］．

( 12)

依据最优性条件( KKT) 有

L
αi

= αi － Σ
M

j = 1
η jG( Vj，Vi ) － Σ

K

j = 1
η̂ jB( V̂j ) Φ( V̂j，Vi ) = 0，

L
α*

k
= α̂k + Σ

M

j = 1
η jφ( tj，t̂k ) = 0，

L
ei

= γei － ηi = 0，

L
e*k

= γêk － η̂k = 0，

L
ηi

= － ［Σ
M

j = 1
αjG( Vi，Vj ) － Σ

K

k = 1
α̂kφ( ti，t̂k ) + Q( Vi ) b － b̂ + W( Vi ) + ei］ = 0，

L
η̂k

= － ［A( V̂k ) + B( V̂k ) ( Σ
M

j = 1
αjΦ( V̂k，Vj ) + b) － ( t̂k ) + êk］ = 0，

L
b

= － Σ
M

j = 1
η jQ( Vj ) － Σ

K

j = 1
η̂ jB( V̂j ) = 0，

L

b̂
= Σ

M

j = 1
η j = 0，

i∈ IX， k∈ IT































，

( 13)

消去 ei 及 êk，回归参数由下面方程组给出

－ IM MT
η ZM ZK

M Mη̂ ZM

Mη

IM
γ

Q̂ － Mφ ZK
M － UM

ZT
M Q̂T 0 ZT

K B̂T 0

ZM
K MT

φ ZK IK ZK
K ZK

MB
Φ ZM

K B̂ ZK
K

IK
γ

ZK

ZT
M UT

M 0 ZT
K ZT

K

























0

α
η
b

α̂

η̂

b



















^

=

0
Rη

0
0
R η̂

















0

， ( 14)

这里 ZM 及 ZK 分别表示各分量都 为 0 的 M 和 K 维 列 向 量，上 标 T 表 示 转 置，ZK
M = ( 0) M×K，UM =

( 1，1，…，1) T 为各分量都为 1 的 M 维列向量，IM 为 M 阶单位矩阵，

Q̂ = ( Q( V1 ) ，Q( V2 ) ，…，Q( VM ) ) T，B̂ = ( B( V̂1 ) ，B( V̂2 ) ，…，B( V̂K ) ) T， b̂d = diag( B( V̂1 ) ，B( V̂2 ) ，…，

B( V̂K ) ) 为对角矩阵，

15
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Mη = ( G( Vi，Vj ) ) M 为 M 阶矩阵， MΦ = ( Φ( Vi，V̂k ) ) M×K，Mη̂ = MΦ b̂d，

Mφ = ( φ( ti，t̂k ) ) M×K， MB
Φ = B̂dM

T
Φ， Rη = － ( W( V1 ) ，W( V2 ) ，…，W( VM ) ) T，

Rη* = ( ( V̂1 ) － A( V̂1 ) ，( V̂2 ) － A( V̂2 ) ，…，( V̂K ) － A( V̂K ) ) T ．
通过求解线性方程组( 14 ) ，即可得到回归参数值． 然后再由式( 3 ) 可求得任意点 V = ( x，t) 处的近似解

û( V) = û( x，t) ; 由式( 6) 可求得任意时刻 f( t) 的近似解 f̂( t) ．

2 参数调节机制与近似解的稳定性
2. 1 参数调节、检验机制

方程( 14) 为含有 2( M + K + 1) 个未知变量的线性方程组，很容易解出． 然而解的精度依赖于 3 个模型

参数，即正则化因子 γ 及高斯核宽度参数 σ1 和 σ2 ． 由于 γ 为正则化因子，这里可取为非常大的常数，于是仅

剩下高斯核宽度参数 σ1 和 σ2 为可调节参数． 据式( 10) 和式( 11) 可知，偏差项的模可以作为调节参数 σ1 和

σ2 的依据，于是有

min
σ1，σ2

Er( σ1，σ2 ) ， ( 15)

Er( σ1，σ2 ) = ‖e‖∞ + ‖ê‖∞ = 1
γ

( ‖η‖∞ + ‖η̂‖∞ ) ． ( 16)

2. 2 近似解的稳定性

将 u 的近似解 û( x，t) 、f( t) 的近似解 f̂( t) 代入方程( 1) 的第一式和第四式，经整理得

Lu( V) = Σ
M

j = 1
αjG( V，Vj ) － Σ

K

k = 1
α̂kφ( t，t̂k ) + Q( V) b － b̂ + W( V) ， ( 17)

Lf( t) = A( x̂，t) + B( x̂，t) ( Σ
M

j = 1
αjΦ( V̂，Vj ) + b) － ( t) ． ( 18)

显然‖Lu( V) ‖∞ 和‖Lf( V) ‖∞ 可以作为衡量源项反问题解的稳定性和精度的指标． 由于 Lu( V) 和

Lf( t) 均连续可微，且在边界上均为零，因而‖Lu( V) ‖∞ 和‖Lf( t) ‖∞ 均在内部取得． 不妨令

‖Lu( V) ‖∞ = Lu( x*，t* ) ， ( x*，t* ) ∈ ( 0，1) × ( 0，1) ， ( 19)

‖Lf( t) ‖∞ = Lf( t + ) ， t +∈ ( 0，1) ． ( 20)

令距离 ( x*，t* ) 最近的样本点为 V* = ( xi0，ti0 ) 、距离 t + 最近的附加样本点为 t̂k0 ． 于是有

‖Lu( V) ‖∞ = Lu( x*，t* ) － Lu( xi0，ti0 ) + Lu( xi0，ti0 ) ≤

Lu( x*，t* ) － Lu( xi0，ti0 ) + Lu( xi0，ti0 ) ≤ Md ( τ + h) + ‖e‖， ( 21)

‖Lf( t) ‖∞ = Lf( t + ) － Lf( t̂k0 ) + Lf( t̂k0 ) ≤

Lf( t + ) － Lf( t̂k0 ) + Lf( t̂k0 ) ≤ Mtτ + ‖êk‖， ( 22)

这里 Md、Mt 为正常数，Md = max{‖Lux ( V) ‖∞ ，‖Lut ( V) ‖∞ } ， Mt = ‖Lf'( t) ‖∞ ． 由式( 21) 和( 22) 可得

本算法是稳定和收敛的．

3 数值实验
这里选取如下实例作正问题和反问题的数值实验:

u
t

= 
2u
x2

+ 6t， ( x，t) ∈ ( 0，1) × ( 0，1) ，

u( 0，t) = 5， u( 1，t) = 19 /4 － 3t， t∈ ( 0，1］，

u( x，0) = 5 － x4 /4， x∈［0，1
{

］，

( 23)

25
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u
t

= 
2u
x2

+ f( t) ， ( x，t) ∈ ( 0，1) × ( 0，1) ，

u( 0，t) = 5， u( 1，t) = 19 /4 － 3t， t∈ ( 0，1］，

u( x，0) = 5 － x4 /4， x∈［0，1］，

u( x̂2，t) = 5 － 3tx̂2 + x̂4 /4， x̂∈ ( 0，1) ， t∈ ( 0，1］













．

( 24)

正问题( 23) 的解析解为 u( x，t) = 5 － 3tx2 － x4 /4，反问题( 24) 的附加条件通过此式给出． 反问题( 24)

的核心问题就是反演未知源函数 f( t) ，并解方程． 为了检验 LS-SVM 方法解一维热传导方程源项反问题的能

力，首先对正问题( 23) 进行求解，其机制同反问题类似且比反问题简单些，限于篇幅这里不再给出具体公

式． 这里给出两个数值实验( D01，D02) 的结果，见表 1 和图 1． 表中 uA 表示解析解，uL 表示 LS-SVM 近似解．
仿真结果显示，该方法具有较高的精度和可靠性，而且没有复杂的积分、微分计算，只需要解一个线性方程

组． 因此 LS-SVM 正则化方法用于求解一维热传导方程完全可行．

表 1 LS-SVM 方法数值仿真正问题结果

Table 1 Numerical results of LS-SVM method for a direct problem

实验 h τ M ‖uA － uL‖∞ 平均误差 σ2

D01 0. 1 0. 1 81 2. 64 × 10 －5 5. 74 × 10 －6 0. 395

D02 0. 05 0. 05 161 6. 32 × 10 －6 1. 82 × 10 －6 0. 575

图 1 数值实验 D02 的仿真结果

Fig． 1 Numerical results of D02 ( The left is LS-SVM approximate solution of the direct problem． )

为了检验本方法的反演能力，这里设计了 10 个数值实验，分别记为 I01，I02，…，I10． 其中前八个实验附

加条件在 x̂ = 1 /2 处，最后两个在 x̂ = 1 /4 处． I07 和 I08 中观测数据加上了 1%的随机误差． 仿真结果显示本

方法反演能力较强，并且具有较好的稳定性，见表 2 和图 2 ～ 图 4． 在其它条件相同的情况下，τ 越小，反演精

度越低，这是因为未知变量的个数越多的缘故． 训练点的个数越多，核宽度取值越大． 在 I09 和 I10 中核参数

未调节，分别取为相应实验 I01 和 I05 中的参数值，结果变化很小，这说明本方法的稳定性好，对附加点取在

哪里不敏感． 在 I07 和 I08 中，由于观测数据加上了 1% 的随机误差，反演精度有所下降，但未知源函数的相

对误差仍在 1%以内，这说明该方法有较好的抗噪能力．
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表 2 LS-SVM 方法数值仿真反问题结果

Table 2 Numerical results of LS-SVM method for an inverse problem

实验 h τ M 观测误差 /% ‖uA － uL‖∞ ‖fR － fL‖∞ σ2
σ̂2

I01 0. 1 0. 1 81 0 7. 42 × 10 －5 2. 70 × 10 －3 0. 20 0. 025
I02 0. 1 0. 05 171 0 8. 19 × 10 －4 1. 84 × 10 －2 0. 28 0. 034
I03 0. 1 0. 025 351 0 8. 46 × 10 －4 1. 94 × 10 －2 0. 36 0. 039
I04 0. 05 0. 1 171 0 6. 50 × 10 －5 1. 04 × 10 －3 0. 24 0. 033
I05 0. 05 0. 05 361 0 7. 45 × 10 －4 1. 29 × 10 －2 0. 69 0. 035
I06 0. 05 0. 025 551 0 7. 66 × 10 －4 1. 47 × 10 －2 0. 70 0. 044
I07 0. 1 0. 1 81 1 5. 50 × 10 －3 5. 12 × 10 －2 1. 41 0. 068
I08 0. 05 0. 05 171 1 1. 22 × 10 －2 1. 17 × 10 －1 1. 61 0. 071
I09 0. 1 0. 1 81 0 8. 93 × 10 －5 2. 40 × 10 －3 0. 20 0. 025
I10 0. 05 0. 05 361 0 8. 64 × 10 －4 1. 46 × 10 －2 0. 69 0. 035

图 2 数值实验 I05 的仿真结果

Fig． 2 Numerical results of I05 ( The left is LS-SVM approximate solution of the direct problem． )

图 3 数值实验 I08 的仿真结果

Fig． 3 Numerical results of I08( The left is LS-SVM approximate solution of the direct problem． )
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图 4 未知函数反演结果与真实结果比较

Fig． 4 Comparison of an inversed function and real function

4 结论
利用 LS-SVM 研究了一维热传导

热源反问题，推导了反演未知源函数

的公式，给出了半解析解的形式． 这种

方法理论完备，省去了繁琐的积分微

分运算，应用便捷． 在数值实验中，我

们设计了一系列实验，以检验该方法

的有效性． 数值实验结果显示该方法

能成功地反演出未知源函数，并具有

较高的精度和较好的稳定性． 我们相

信，该方法完全可以用于其他类型的

一些反问题．
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Least Squares Regularized Method for One-Dimensional Source
Inverse Heat Conduction Problem

WU Ziku1，LI Fule1，DO Young Kwak2

( 1． Science and Information College，Qingdao Agricultural University，Qingdao，China;

2． Department of Mathematical Sciences，Korea Advanced Institute of Science and Technology，Daejeon，Korea)

Abstract: We deal with one-dimensional source inverse heat conduction equation． An approach based on least squares support vector
machines ( LS-SVM) is proposed for semi-analytic approximate solutions． Furthermore，a parameters tuning formulism is shown and
stability of the method is presented． The method yields high accuracy and stability solutions in practical examples．
Key words: least squares support vector machines; one-dimensional heat conduction equation; source inverse problem; quadratic
programming
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