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ABSTRACT. 2n次元の多様体Mでその半分次元のトーラス T がある条件を満たして作用して
いるものをトーラス多様体 (M, T)と言いう。この講演では、どの (M, T)が変換群 (M, G)
へ拡張可能かどうかについて講演する。ここで Gは極大トーラスとして T を持つコンパクト
リー群とし、変換群 (M, G)は余次元 0の軌道を持つ（推移的に作用する）か余次元 1の軌道
を持って作用するものとする。

The torus manifold (M, T) is a 2n-dimensional manifold M and has some n-dimensional
torus T acion. In this talk we study the question of what torus manifolds (M, T) can have
an extension (M, G) with codimension zero (transitive) or codimension one principal or-
bits and classify such (M, G), where G is a compact Lie group which has T as a maximal
toral subgroup.

1. トーラス多様体

2n次元の向きつけられたコンパクト連結多様体Mとその上に作用するn次元のトーラス1T

との組を (M, T)と書く。(M, T)が次の三つの条件を満たす時にトーラス多様体 [Ha-Ma03]
と言う。

(1) T の作用は効果的かつ滑らかである。
(2) T 作用による不動点集合MT が空ではない（自動的にMT は有限集合になる）。
(3) Mが omnioriented.

T の作用が効果的とはMの全ての点を動かさない T の元が単位元のみ（∩x∈MTx = {e}）のと
きをいい2、滑らかとは作用を定義する写像 T ×M → Mが可微分写像になる時を言う（も
ちろん T はリー群なので群の構造だけでなく可微分多様体の構造も持っている）。また、不
動点集合とはMT = {x ∈ M | T(x) = x}なる T 作用で動かないMの点の集合の事である。最
後に T の作用を持つ多様体Mが omniorientedであることを定義しておく。まずMの特性部
分多様体Miとは次の三つの条件を満たす部分多様体のことである。

• dim Mi = 2n− 2.
• Mi = (MC)o,つまり T の部分群C(≃ S1)による不動点集合の連結成分。

The author was partially supported by OCAMI (Osaka City university Advanced Mathematical Insti-
tute) and the Fujyukai fundation.

1n次元のトーラスと言うのは群 S1 の n個の直積の事、つまり n次元のコンパクトな可換リー群のことで
ある。

2作用から定義される表現 T → Diff(M)が単射になると言い換えられる（Diff(M)とはM上の微分同相写
像全体）。
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• Mi ∩MT ̸= ∅.
Mに対する向きと全ての特性部分多様体Miに対する向きが指定されている時Mはomnior-
ientedと呼ばれる。今回の研究では omniorientedの条件は本質的ではないので条件 (1),(2)
を満たすものをトーラス多様体と呼ぶことにする。以下にいくつか例をあげる。

Example 1. T の元 (t1, · · · , tn)を複素射影空間CP(n)の斉次座標 [z0 : z1 : · · · : zn]の後ろの
nコの成分に掛ける [z0 : t1z1 : · · · : tnzn]。これで定義された作用で (CP(n), T)はトーラス
多様体になる。

Example 2. トーリック多様体 [小田 85]や擬トーリック多様体 [Da-Ja91], [Bu-Pa02]はトー
ラス多様体。
ここで、Mがトーリック多様体3とは、Mが複素n次元正規代数多様体で (C∗)n作用をも

ち、その作用が稠密な軌道を持つとき（つまり (C∗)nの (C∗)nへの自然な作用がMへ拡張し
ているとき）のことを言う。(C∗)nの極大コンパクト群が T なので、T への制限作用により
トーラス多様体だと思える。
また、Mが擬トーリック多様体とは、Mは 2n次元の多様体で n次元のトーラス作用を

持ち、その作用の軌道空間M/T が単純凸多面体で不動点集合MT の各点の近傍での T 作用
が locally standerd（Cnへの自然な T 作用と同型）の時を言う4。この T 作用によって擬トー
リック多様体はトーラス多様体になる。今後トーリック多様体と擬トーリック多様体をあわ
せて（擬）トーリック多様体と呼ぶことにする。

トーラス多様体と（擬）トーリック多様体との関係は以下の図に示したようになっている。

上図における（擬）トーリック多様体の各領域に入る多様体については [Bu-Pa02]に詳し
く書いてある。次の例は簡単な例だがトーラス多様体の重要な例である。

Example 3. 2n次元の球面 S2n ⊂ Cn ⊕ R(≃ R2n+1)に対して、T をCnへの標準的な掛け算
と思って T の S2n上への作用を定義すると (S2n, T)はトーラス多様体。n ≥ 2ならばこれは
（擬）トーリック多様体でない例になっている。

3以後コンパクトで非特異な物のみを考える。
4Mに概複素構造が入るとは限らないことに注意する。つまり、トーリック多様体とは異なるものも擬トー

リック多様体になる。
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以上よりトーラス多様体は（擬）トーリック多様体の位相幾何的な一般化であることがわ
かる5。今回はこのトーラス多様体について次の章にあるような問題を考え Theorem Aと
Theorem Bを得た。

2. 問題と結果

Demazureは1970年にトーリック多様体Mに関するAut(M)の構造に関して研究を行った
[De70]。もちろんMに元々作用していた (C∗)nはAut(M)の中に含まれている。Demazure
の研究を次のような問題として見直してみよう。

Problem 1. トーリック多様体M上の (C∗)nの作用はどんな群Gの作用に拡張するか？

Demazureの研究は代数幾何的に最も広いG(= Aut(M))の構造を研究しているといえる。
トーラス多様体についてこの問題はどうなるであろうか？代数的なトーラス (C∗)nの極大な
コンパクト群 Tn = S1 × · · · × S1が位相的なトーラスに当たる物であるので、次のように言
い換えることができる。

Problem 2. トーラス多様体 (M, T)の T 作用はどんな群Gの作用へ拡張するか？

位相幾何的に最も広いGは同相写像全体Homeo(M)であるがその構造をいきなり考える
のは難しいので、今回の講演では研究しやすいように制限をつけた次の問題を考えてみる。

Problem 3. コンパクトリー群Gは T を極大可換部分群（極大トーラス）として含み変換群
(M, G)は推移的または余次元一の主軌道をもつものとする。G作用を T へ制限した変換群
(M, T)がトーラス多様体になるような変換群 (M, G)を分類せよ。

ここで推移的な作用とはG作用によって一点の軌道がMと一致する時のことを言う。こ
の場合ある部分群HでM ∼= G/Hとなることがわかる。余次元一の主軌道を持つとは次元
が最も高い軌道（主軌道）の次元がdim M− 1に一致する時のことを言う。それぞれの場合
について Problem 3を解いていこう。

2.1. 推移的な場合. この場合は次の結果からリー群論の範疇に入る問題になる。リー群論に
関しては [戸田-三村]を参照のこと。

Theorem 2.1 ([Gu-Ho-Za06]). MにGが推移的に作用すると仮定すると、次は同値。
(1) (M, T)がGKM多様体（T はGの極大トーラスとする）。
(2) χ(M) =

∑
i rank Hi(M) ̸= 0.

(3) M = G/HでHはGの閉連結部分群で T を含む（このようなHを最大階数部分群と
言う）。

5トーラス多様体の定義からわかるようにトーラス多様体には作用の仮定があるのみで、代数的な構造や局
所的な構造をほとんど仮定していない。ここでは構造を忘れるような方向に一般化することを位相幾何的な一
般化と呼んでいる。また紙数の都合により省略するがトーラス多様体から多重扇（multi-fan）と言うものが定
義できる [Ha-Ma03]。多重扇とはコーンが重複を持ってもよいように扇を一般化した物である。トーリック多
様体が扇と一対一に対応することと異なりトーラス多様体と多重扇は一対一には対応していない。トーラス多
様体については [Ha-Ma03]と [枡田 06]を参照のこと
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GKM多様体とは不動点と一次元軌道の集合の軌道空間が、不動点を頂点、その間を結ぶ
一次元軌道の集合を辺とみなすことで、グラフになるような物のことを言う。トーラス多様
体はGKM多様体になっているのでこの定理を満たしている。よって推移的な場合は次の問
題を解けばよい。

Problem . コンパクト連結リー群 Gとその最大階数部分群Hの組 (G, H)を分類せよ。但
し、Gの極大トーラス T に対して (G/H, T)がトーラス多様体になるものとする（つまり
n = dim T = 1

2
dimG/H = 1

2
(dimG− dimH)を満たすとする）。

リー群論の結果を使ってこの問題を解こう。

Fact 2.2. Gをコンパクトリー群とすると、有限被覆を取って Ĝ = G1 × · · · ×Gk × T ′の形に
することができる。またH ⊂ Gが最大階数部分群なら Ĥ = H1 × · · · ×Hk × T ′とできる。こ
こでGiは単連結単純リー群でHiはその最大階数部分群、T ′はトーラス。

よって分類したい (G/H, T)は (G1/H1 × · · · ×Gk/Hk, T1 × · · · × Tk)の形になることがわ
かる。ここで TiはGiとHiに含まれる極大トーラスである。次の補題が成立している。

Lemma 2.3. もしも (G/H, T)がトーラス多様体なら、それぞれの (Gi/Hi, Ti) (i = 1, · · · , k)
はトーラス多様体（つまり 2dim Ti = dimGi/Hi）になる。

省略して書くが、次のリー群論の基本的な大定理を使えば分類はすぐに完成する。

Fact 2.4. Giを単連結単純リー群、Hiをその最大階数部分群とすると、(Gi, Hi)は全て分類
されている。

以上から次の定理が成り立つ。

Theorem A . Gをコンパクト連結リー群とし、T をその極大トーラスとする。トーラス多様
体 (M, T)が推移的な変換群 (M, G)に拡張するなら、MとGは次のような物になる。

M ∼=

a∏
i=1

CP(li)×
b∏
j=1

S2mj, G ≈
a∏

i=1

SU(li + 1)×
b∏

j=1

SO(2mj + 1),

但し、≈でリー環が同型と言う意味、CP(li)は 2li次元の複素射影空間、S2mjは 2mj次元の
球面。
またGのMへの作用は標準的なものであり、

∑a

i=1 li +
∑b

j=1mj = n = dim T = 1
2

dimM

を満たす。

2.2. 余次元一の主軌道を持つ場合. 推移的な場合はほとんどリー群論の大定理を用いること
で分類が完成した。研究として面白くなるのは余次元一の主軌道を持つ場合からである。こ
の場合はリー群論だけでは解けない。変換群論が必要になる。変換群論については [Br72]と
[川久保 87]を参照のこと。
最初に変換群論において最も基本的な可微分スライス定理を準備する。

Theorem 2.5 (可微分スライス定理). Gをコンパクトなリー群、Mを滑らかなG作用を持つ
多様体とする。その時任意の x ∈ Mの軌道G(x) ∼= G/Kに対して閉不変管状近傍 Xが存在
し、以下の多様体とG-微分同相になる。

X ∼= G×K Dx = (G×Dx)/K
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但しDxは閉円盤（次元は dimM− dimG(x)）で Kがスライス表現 σ : K → O(Dx)を通し
て作用している。

次の定理を用いるためにトーラス多様体のコホモロジーがH1(M;Z2) = 0となることを仮
定しておこう。

Theorem 2.6 ([Br72], [Uc77]). G をコンパクト連結リー群、M をコンパクトな多様体で
H1(M; Z2) = 0を満たし、GがMに滑らかに作用しているとする。もしもG作用が余次元
一の軌道を持てば、その軌道G(x) ∼= G/Kは主軌道となり、(G,M)はちょうど二つの特異
軌道G(x1) ∼= G/K1とG(x2) ∼= G/K2を持つ。またG(xs)の閉不変管状近傍 Xs (s = 1, 2)に
ついて以下が成り立つ。

• M = X1 ∪ X2,
• X1 ∩ X2 = ∂X1 = ∂X2.

つまりこの問題の中に出てくる軌道の型は余次元１の主軌道G/Kと二つの特異軌道G/K1,
G/K2の三種類になることがわかる（特異軌道とは主軌道よりも次元の低い軌道のこと）。ま
ずは特異軌道についてどうなるのかを考えてみよう。次の補題が成立する。

Lemma 2.7. T 作用による不動点 p ∈ MT の軌道は特異軌道になる。

Proof. p上の軌道G(p)のイソトロピー群を考えれば T ⊂ Gpになっている。よってGpは最
大階数部分群なのでG/Gpの次元は偶数になるのでこれは特異軌道。 �
この補題から次がわかる。

Lemma 2.8. 不動点p ∈ MTの軌道をG/K1とすると、Tある部分群 T "によって (G/K1, T/T ")
はトーラス多様体になる。

つまり、少なくとも一つの特異軌道G/K1に対しては推移的な場合の分類（Theorem A）
を用いることができて、軌道型が完全にわかる。また次の補題が成立する。

Lemma 2.9. G = G ′ × G", K1 = K ′
1 × G"と分解できて、Lemma 2.8の T "はG"の極大トーラ

スになる。またG"はG/K1の閉不変管状近傍の一つのファイバーD2k1の境界 ∂D2k1 ∼= K1/K

に推移的に作用する。

よってG"の形が球面に推移的に作用するコンパクトリー群の分類 [Hs-Hs65]からわかる
ので、G/K1を調べることでGとK1の形を完全に知ることができる。

次のステップでやることは、G/K2がトーラス多様体になるかどうかで場合わけをして考
えていくことである。簡単のために本稿ではG/K2がトーラス多様体になる場合のみを考え
る。もしも (M, T)が（擬）トーリック多様体ならば、(G/K1)/T がM/T の次元の低い面を
張ることを考慮すればG/K2もトーラス多様体となることがわかる。
よって、二つの特異軌道G/K1, G/K2に対して先の議論を適用すると、次のようになる。

Lemma 2.10. (G, Kj)（j = 1, 2）は次のいずれか。

(G ′ × Spin(2kj), K
′
j × Spin(2kj))

(G ′ × SU(kj)× T 1, K ′
j × SU(kj)× T 1)

但し、G ′/K ′
j は Theorem Aに出てくる多様体になる。
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j = 1, 2と Lemma 2.10から４つの場合になることがわかる。

次のステップでやることは得た４つの場合に対して、スライス表現 σj : Kj → O(2kj)を計
算し（2kj = dimM − dimG/Kj）閉不変管状近傍 Xjを全てピックアップすることである。
そして X1, X2の境界の張り合わせ fを考えてG多様体 X1 ∪f X2 = M(f)を実際に構成する。
構成した多様体がG微分同相かどうかは次の補題で調べることができる。

Lemma 2.11. 次のいずれかが成立すればM(f) ∼= M(f ′)（G微分同相）。
(1) fが f ′にG-diffeotopic
(2) f−1f ′がG-equivariant diffeomorphism on X1に拡張可能
(3) f ′f−1がG-equivariant diffeomorphism on X2に拡張可能

以上により次の結果を得る。

Theorem B . Gをコンパクト連結リー群とし、T をその極大トーラス、H1(M;Z2) = 0とす
る。トーラス多様体 (M, T)が余次元１の軌道を持つ変換群 (M, G)に拡張するなら、Mと
Gは次のような物になる。

M ∼= G×H P(Ck1
α ⊕ Ck2), G ≈ G ′ × S(U(k1)×U(k2)),

M ∼= G×H S(Ck
α ⊕ R), G ≈ G ′ ×U(k), k = k1 = k2 or

M ∼= G×H S(Ck1
α ⊕ R2k2+1), G ≈ G ′ ×U(k1)× SO(2k2)

但し、G/H ∼= G ′/H ′ ∼=
∏a

i=1CP(li)×
∏b

j=1 S
2mjで、Hはファイバーにスライス表現から決

まる表現を通して作用する。

Theorem Bの最後の場合がG/K2がトーラス多様体にならない場合である。
自動的に次の系が導ける。

Corollary B . Theorem Bの仮定の下 (M, T)を（擬）トーリック多様体とすると、MとGは
次のように書ける。

Mα
∼= (

a∏
h=1

(C− {0})lh)×(C∗)a P(Ck1
α ⊕ Ck2),

G ≈
a∏

i=1

SU(li + 1)× S(U(k1)×U(k2))

GはMに標準的に作用し
∑a

i=1 li + k1 + k2 − 1 = n = dim T である。
但し (C∗)aは P(Ck1

α ⊕Ck2)のCk1
α (= Ck1)成分に次のC∗への表現を通してスカラー倍で作

用する。

(C∗)a ∋ (t1, · · · , ta) 7→ t
α1

1 · · · tαa

a ∈ C∗

ここで α = (α1, · · · , αa) ∈ Za。

Corollary Bで出てきた多様体はHirzebruch曲面の一般化と見ることもできる。実際k1 =
k2 = a = 1 = l1の場合がHirzebruch曲面である。
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3. 今後の課題

最後に今後の課題を述べて終わりにしたい。

3.1. 余次元２以上の主軌道をもつ場合. 今回の研究は推移的（余次元０の軌道を持つ）、余
次元１の軌道を持つ場合の分類だった。これらの分類が成功した理由は軌道空間M/Gの構
造が大変簡単だった事にある（推移的なら一点、余次元１なら円か区間）。
余次元２以上となると、軌道空間M/Gの構造がより複雑になる（余次元２なら多角形が

出てくる）。その上、管状近傍同士の張り合わせも複雑なために一般に分類するのは難しい。
だが最も簡単な余次元２の場合にさえ、(M, T)の dimM = 4の場合の分類を含む結果にな
る。これの意味することは、出てくるMは球面と複素射影空間とを組み合わせたバンドル
の構造だけではないと言うことである6。余次元２以上の場合も考える価値はあると思って
いる。

3.2. （擬）トーリック多様体の分類. 今まで話してきたこととは少し毛色が変わるが、次の
Problemを研究するための最初のステップとして、（擬）トーリック多様体の良いクラスを
見つけようと言う動機も今回の研究にはある。

Problem ([Ma06]). 二つの（擬）トーリック多様体M, M ′が微分同相M ∼= M ′であること
と、それらのコホモロジー環が同型H∗(M) ≃ H∗(M ′)であることは必要十分か？

もちろん一般の多様体に関してはこのような事は起こらない7。しかし（擬）トーリック多様
体と言うクラスで考えれば、（言葉の定義は省略するが）次の定理を背景としてこのProblem
の答えは Yesである可能性がある。

Theorem 3.1 ([Ma06]). 二つの（擬）トーリック多様体 (M, T), (M ′, T)が同変微分同相
(M, T) ∼= (M ′, T)であることと、それらの同変コホモロジーが H∗(BT)(≃ Z[x1, · · · , xn])
algebraとして同型H∗

T(M) ≃ H∗
T(M

′)であることは必要十分である。

実際、最も簡単な場合である S2 × · · · × S2やHirzebruch曲面8については Problemは肯
定的に解かれている（[Ma-Pa06]）。またトーラス作用による軌道空間を単体の積と仮定し
た時も肯定的に解かれている（[Ma-Su]）。
今回得た（擬）トーリック多様体は複素射影空間の直積の上の複素射影空間バンドルの形

をとるので大変調べやすい。例えばコホモロジー環は次のような形になる。

Proposition 3.2. （擬）トーリック多様体Mα = (
∏a

h=1(C− {0})lh)×(C∗)a P(Ck1
α ⊕Ck2)のコ

ホモロジー環は、

H∗(Mα) ≃ Z[χ1, · · · , χa, χ]
/⟨

χ
l1+1
1 , · · · , χla+1

a , χk2(χ+ α1χ1 + · · ·+ αaχa)
k1
⟩

6実際 4次元の擬トーリック多様体は全て分類されている。それは CP(2)とHirzebruch曲面とのいくつか
の T 同変な連結和となる [Bu-Pa02]。連結和をたくさん取っていけばバンドルの構造を持ち得ないと言うこと
はオイラー数等をみればわかる。

7例えば CP(n) (n ≥ 3)と同じホモトピー型を持つ（このときコホモロジー環は同型）が同相でない多様体
が無限コあることが高次元多様体の手術理論から知られている [Wa70]。また球面と同相だが微分同相でないエ
キゾチック球面（同相なのでコホモロジー環は同型）もその例 [Mil-St74]。

8この場合に Theorem4.1と Problemの差を比べてみると面白い。Hirzebruch曲面の同変微分同相型は無
限コ（Z分）出てくるがトーラス作用を忘れた微分同相型はちょうど二つ S2 × S2 と CP(2)#CP(2)になる。
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となる。但し α = (α1, · · · , αa)。

Problemを完全に解決するための（小さな）一歩として今回出てきた多様体の微分同相類
を、αの言葉で書いておくことは、今後の研究の上で何らかの役に立つのではないかと思っ
ている9。
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